SYSTEMES
D’EQUATIONS

I- Systemes d’équations linéaires

Soit le systeme de m équations linéaires a N inconnues X , X, , ..... ' X,

Il faut poser :

Ainsi, le systéme peut s'écrire (S):

dimension.

A% +apX, +o X, =b

(S)' AxnX Xyt tayX, =h,

Ay .. By X by
a.
o &, X = X5 B = b,
....... nx1 mx1 .
aTT]Z e an']n Xn bm

AX =B, puisque cette multiplication est possible au point de vue

Un tel systéme est dit cramérien si m=n. Si m# n, il est dit non-cramérien.

Lorsque le systéme est non-cramérien et qu'’il contient plus d’équations que d’inconnues : (m>n), il

faut le rendre cramérien. Pour réaliser cette opération, il faut choisir n équations parmi les m propo-
sées, résoudre le systeme crameérien ainsi obtenu, puis vérifier que les (m— n) équations restantes ad-

mettent ou non la solution trouvée.

Par exemple, le systéme d’équations :

3x+2y=5
—2X-y=7
Ax+9y=-2

demande de résoudre, si c’est possible, le systeme allégé d’une des trois équations

3x+2y=5
—2X-y=7
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puis de vérifier que la solution est aussi celle de I'équation

4x+9y=-2

Si ce n'est pas le cas, le systeme ne posséde pas de solution. La résolution du systeme peut aussi se
faire avec un choix différent d’équations pour le calcul et pour la vérification.

Lorsque le systéme est non-cramérien et qu'il contient moins d'équations que d’inconnues (m< n), il
faut le rendre cramérien en écrivant (n—m) inconnues dans le second membre. Le systéme obtenu est
résolu et est toujours indéterminé, dépendant de (n - m) parametres, ou il est impossible.

Ainsi, le systéme suivant :
4dx-9y+6z=4
-3x+5y+z=-7

est transformé, par exemple, en
Ax-9y=4-62z
-3X+5y=-7-2

Il est alors résolu pour trouver, si elle existe, la solution en fonction d’'un paramétre A (z= /l).

II- Méthode de résolution d’un systéme cramérien ou
rendu cramérien

1- Méthode des combinaisons linéaires

Cette méthode consiste a éliminer successivement, par combinaison linéaire entre les lignes du sys-
teme, les inconnues des équations. Le but est d’obtenir une premiére équation a une inconnue, puis
une deuxieme équation a deux inconnues, ensuite une troisieme équation a trois inconnues et ainsi de
suite... L'exemple suivant permet d'illustrer cette facon de faire :

X+2y+3z=14
2x-y+z=3
3X+2y-4z=-5

Il faut procéder de la facon énoncée : éliminer, par combinaison linéaire entre les lignes, l'inconnue 2
dans les deux premiéres équations, puis éliminer Yy de la premiére équation ainsi obtenue.

Ainsi :
1 2 3) 14 L,
2 -1 1| 3 L,
3 2 -4) -5 L,
L - L -3L,: 1-32 2-3-1) 3-31) (14-33
L, - 4L, +L: 42+3 4(-1)+2 41-4| | 43-5
L,: 3 2 -4 -5
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-5 5 0 5 L,
ou 11 -2 0 7 L,
3 2 -4) |-5 L,

2(-5)5.11 25+5(-2) © 25+5.7
L, - 2L +5L, 11 -2 0 7

ou 11 -2 0 7
3 2 -4 -5
Et le systéme est devenu :
45 0 O X 45 45x =45
11 -2 O yi=| 7 = 11x-2y=7
3 2 -4 z -5 3X+2y—-4z=-5
x=1 x=1
= 2y=11-7 = y=2
4z =3x+2y+5 z=3

2- Méthode des déterminants de Cramer

Puisque le systeme a été rendu cramérien, et est écrit sous la forme : AX =B avec A carrée, il est
possible de calculer dtm A, appelé déterminant du systeme. La méthode est ici expliquée sur un sys-
teme de 3 équations a 3 inconnues

aX+apytasz=h
Xt ayny+ayz=h,
Ay X+agY +a52=b;

mais peut se généraliser a un systeme carré quelconque.

Si dm A#£0, le systtme AX =B posséde une seule solution

calculée comme suit :

Y= dtma

DZ
dtmA

si D, est le déterminant du tableau obtenu en remplacant dans A la colonne des coefficients de x par la
colonne B des termes indépendants, les autres colonnes restant inchangées
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b a, aj
Dy=dtmb, a, ay|,
b, a; ag

D, le déterminant du tableau obtenu en remplacant dans A la colonne des coefficients de'y par la co-

lonne B, les autres colonnes restant inchangées, et D, celui du tableau obtenu en remplagant dans A la
colonne des coefficients de z par la colonne B, les autres colonnes restant inchangées

a; b ay a; a, b
D,=dima, b, ay et D,=dma, a, b|.
A by ag Ay ap b

Par exemple :

Soit a résoudre :
X+2y+3z=14
2x-y+z=3
3x+2y-4z=-5

1 2 3)\(x 14
=12 -1 1 |ly|=| 3
3 2 -4)\z -5

avec dim A=45

14 2
-1 1 :45:>x:§:1
45
-5 2 -4
1 14 3 %0
=0=>y=—=
y 45
1 2 14
-1 3 —135:22@:3
45
et
1
X=2
3
Un deuxiéme exemple :
Xx+y=3
(S):dx-y=-1
2x+y=4

Il faut rendre le systéme cramérien en choisissant deux équations parmi les trois du systéme proposeé.
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L'une des possibilités donne :
X+y=3 1 1)(x) (3
x-y=1 1 -1ly) (-1

Ce dernier systeme donne la solution :

by

Il reste a vérifier que X est aussi la solution de I'équation abandonnée: 2x+y=4, qui devient
2.1+2=4 et X estla solution du systéme de départ.

3- Méthode de la matrice inverse

Puisque le systéme a été rendu cramérien, et est écrit sous la forme: AX =B avec A carrée, il est
possible de calculer dtm A.

Premier cas : dtMm A# 0

Si dtmA#0, la matrice A posséde une matrice inverse A™. En conséquence, en multipliant, & gau-
che, les deux membres de I'équation matricielle AX =B par la matrice, il vient A™ :

ATAX=A"'B
donc
IX =AtB
ou
X=A"'B

et le systéme (S) posséde une et une seule solution.

Deuxiéme cas : dtm A=0

Il existe une combinaison linéaire entre les lignes de la matrice A. Deux cas peuvent se présenter :

o La combinaison linéaire existante entre les lignes de A n’existe pas entre les termes indépendants
(B), le systéme (S)est alors impossible et ne posséde pas de solution.

o La combinaison linéaire existant entre les lignes de A existe entre les termes indépendants (B), le
systéme (S) est alors indéterminé et posséde une infinité de solutions.

Exemples

Premier exemple

Soit a résoudre :
X+2y+3z=14
2Xx-y+z=3
3x+2y-4z=-5

Septembre 2010



Systémes d’'équations 18

AX =B avec dtim A=45

2 11 7
Al=Ll14 _13 4
45
5 5 -5
et X=A"B
2 14 5)(14
X=21|11 -13 5| 3
45
7 4 -5)(-5
1
X=[2
3
Deuxiéme exemple
—-2x+y+z=1 -2 1 1 X 1
X-2y+z=0 = 1 -2 1 y|=l O
X+y—-2z=-3 1 1 -2)(z -3
= A . X =B

dtmA=0
Or, dans la matrice, L, =-L, - L, combinaison linéaire qui se reporte sur les seconds membres :
1=-2-(-3) conduit au fait que le systtme est indéterminé.

Troisiéme exemple

—-2x+y+z=1 -2 1 1)(x 1
X-2y+z=0 = 1 -2 1||y|=0
X+y-2z=3 1 1 -2)\z 3

dtm A=0 et, dans ce cas, la combinaison linéaire qui apparait dans la matrice, L, =-L, L, ne se
reporte pas sur les seconds membres : 1# —0—(— 3). Le systéme est impossible et ne posséde pas de

solution.
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