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I- Matrices 

Introduction 

Les résultats aux examens de trois étudiants sont donnés dans le tableau suivant  : 
 

 ETUDE DE LOGICIELS MATH ELECTRONIQUE 

Jean 57 84 90 

Marc 63 71 50 

Arnaud 95 76 90 

 
Qui pourrait s’écrire simplement sous la forme de tableau : 

 

57 84 90 

63 71 50 

95 76 90 

 

Définitions et notations 

Un tableau rectangulaire de la forme : 
 





















mnmm

n

n

aaa

aaa

aaa

...

......

...

...

21

22221

11211

   avec CaRa ijij ∈∈       ou  

 
est appelé matrice nm × . Elle est notée A ou ( )ija . Elle comporte m  lignes de n  nombres (réels ou 

complexes) ou n  colonnes de m  nombres (réels ou complexes). Les lignes ou les colonnes de la ma-
trice sont les rangées de la matrice. 
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Le terme général ija  dépend donc de deux indices : i est le numéro de la ligne et j le numéro de la co-

lonne de l’élément ija . 

 
Si nm = , c’est-à-dire si le nombre de lignes est égal au nombre de colonnes, la matrice est dite carrée. 
Le nombre de lignes (ou de colonnes) est alors la dimension de la matrice.  
 
Une matrice carrée possède deux diagonales. La diagonale principale est celle qui part du coin supé-
rieur gauche vers le coin inférieur droit. Les éléments diagonaux sont les éléments de la diagonale prin-
cipale. 
 

Egalité de deux matrices 

Deux matrices nm × sont égales si les éléments correspondants sont égaux deux à deux : 
 

( ) ( )
njmiba

baBA

ijij

ijij

,...,1    ,.....,1                    ===⇔

=⇔=

et
 

 
Ce qui revient à écrire nm • égalités de nombres. 
 

Matrices particulières 

La matrice nulle nm × est la matrice dont tous les éléments sont nuls. Elle est notée 0. 
 
Une matrice carrée est diagonale si tous les éléments non diagonaux sont nuls : 
 

















− j

j

500

00

004

 

 
Une matrice carrée est triangulaire supérieure (ou inférieure) si tous les éléments situés en dessous (ou 
au-dessus) de la diagonale principale sont nuls : 
 

















+−+
−

900

4110

24

jj

j

 est une triangulaire supérieure de dimension 3 

 

















+
−

jj

j

76

0941

002

 est une triangulaire inférieure de dimension 3 

 
La matrice identité est la matrice diagonale dont tous les éléments de la diagonale principale sont 
égaux à 1. La matrice identité de dimension n  est notée nI . 

 
Exemple : 
 

















=
100

010

001

3I  est la matrice identité de dimension 3 
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Une matrice ligne est une matrice constituée d’une seule ligne.  
 
Une matrice colonne est une matrice constituée d’une seule colonne. 
 
Une matrice nm ×  peut ainsi s’écrire : 

( )
















==

mL

L

nCCA ...
1

...1  

Exemple : 
 

( )

( ) ( )jjLjL
L

L

j

j
CC

j
CCCC

jj

j
A

+−==











=










+
=








=









−
==









+−
=

2342 , 211      
2

1                                  

23 , 
3

2
2 , 

4

1
1      3212   3   4

     2     1   

avec

avec

 

   

Matrices associées à une matrice      :  






=× ijaAnm   

Matrice transposéeMatrice transposéeMatrice transposéeMatrice transposée    
 
La transposée de A  est la matrice mn ×  obtenue en prenant pour lignes les colonnes de A  (et donc 

pour colonnes les lignes de A ). Elle est notée A
~

. 
 

( ) ( )
mnnm

aAaA jiij

××

=⇒=

          

~
 

 
Exemple :  




















+

=⇒
















+
=

2

1
          2

3-        5j

3j2       1
~

2

1
      3-     3j2

2      5j           1
AA  

 

La matrice conjuguéeLa matrice conjuguéeLa matrice conjuguéeLa matrice conjuguée    
 
La matrice conjuguée de A  est la matrice nm ×  dont les éléments sont les conjugués des éléments de 
A , elle est notée A . 
 

( )ijaA =  
 

 AAA ⇔= est une matrice réelle. 
 
Exemple : 










+−
−

=
jj

j
A

51

23
 et 









−−−
+

=
jj

j
A

51

23
 

 

La matrice adjointeLa matrice adjointeLa matrice adjointeLa matrice adjointe    

La matrice adjointe de A , notée *A , est définie par 
 

)
~

 (     
~ ** AAAA == ou  
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Exemple : 










−−
−+

=⇒








+−
−

=
j

jj
A

jj

j
A

512

3

51

23 *  

 

Addition de matrices de même genre 

Soient A  et B ,deux matrices nm × . La somme de A  et B  est la matrice nm ×  obtenue en addition-
nant les termes correspondants de A  et B . 
 
Exemple : 










−
=

×
2

132

2
     

32

51
A     et    












 −
=

× 0

2
     

53

13
4

32
B  

 














=+

× 2
1
0

     
25

63
7

32
BA  

PropriétésPropriétésPropriétésPropriétés    
 
Si les matrices sont nm ×  : 
 
 1- AA +=+ 00  
 
 2- ( ) ( ) CBACBACBA ++=++=+ +  

 
 3- ABBA +=+  

 
La différence de A  et B  est la matrice nm×  définie par : 
 

( )BABA 1−+=−  
 

Exemple : 
 













 +−


























 −
=

−
−

−+ 2

5341

52

34

32

51

j

jj

j

j j
 

 
 
 

Multiplication par un nombre réel ou complexe 

Soit A , une matrice nm × . Le produit de A  par un nombre réel ou complexe est la matrice nm ×  obte-
nue en multipliant chaque terme de A  par ce nombre. 
 

( ) ( )ijij raarrA ==  

 
Exemple : 










−+
=

32

51

j

j
A   ;  









−+
=

15510

255
5

j

j
A  
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PropriétésPropriétésPropriétésPropriétés    
 
                                                          1- ( ) ( )ApqqAp =  
 
                                                          2- ( ) qApAAqp +=+  
 
                                                          3- ( ) pBpABAp +=+  
 

Multiplication d’une matrice m ×××× n par une matrice n ×××× p 
Soient A  de genre nm ×  et B  de genre pn × . 
 
Le produit de A  par B  est la matrice pm ×  telle que son élément ijc  est la somme des produits termes 

à termes de la i ème ligne de A  par la j ème colonne de B , (produit ligne par colonne). 
 
Premier exemple : 










−
=

×
2

132

2
     

32

51
A      et     

















−=
×

3

0

    

4

1

5

4
1

23
B  

 

( )
( )( ) ( )









=










+−++−−+
+++−+

=

















−








−
=

×

4315

4298
       

3.2141.30.24.211.35.2

3.241.50.14.21.55.1
       

3

0

    

4

1

5

 . 
2

     
32

51
. 4

1

2
122

BA

 

 
Deuxième exemple : 

( )2
154

31
−=

×
jA      ;     

















=
×

2

10

7

13
jB  

( )

2

2
--22       

2

2
50.j28       

2

10

7

 . 2
154.

2

11

=

−+=
















−=

×
jjBA

 

 
Troisième exemple : 









=

× 10

01
22

A       ;     








−
=

× 31

45
22

B  

 









=

















=

×

31-

45
        

31-

45
 . 

10

01
.
22
BA
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Propriétés Propriétés Propriétés Propriétés     
 
Pour autant que CBA ,,  soient des matrices de dimensions convenables : 
 
 1- ( ) CABACBA ... +=+  
 
 2- ( ) CBCACBA ... +=+  
 
 3- ( ) ( ) ( )BABkABAk k... ==  
 
 4- AAmInIA == ..   si A  est nm×  
 
 5- ( ) ( )CBACBA .... =  
 

Première remarquePremière remarquePremière remarquePremière remarque    
 
Le plus souvent ABBA .  . ≠  car les dimensions ne sont pas nécessairement compatibles. Même si les 
matrices sont carrées et de même dimension, le produit est le plus souvent non commutatif : 
 










−
=

















10

01

01

1-0
 . 

01

10
 

 








−
=















 −
10

01

01

10
 . 

01

10
 

 

Deuxième remarqueDeuxième remarqueDeuxième remarqueDeuxième remarque    
 
Si 0. =BA , cela n’implique pas que 0=A  ou 0=B  : 
 

0
10

10
≠








=A    et   0

00

11
≠








=B    mais   








=

















00

00

00

11
 . 

10

10
 

 

Troisième remarqueTroisième remarqueTroisième remarqueTroisième remarque    
 

BABA .. =    ;   ABBA
~

.
~

. =    ;   ( ) *.**. ABBA =  
 

II- Déterminant d’une matrice carrée 

Déterminant d’une matrice carrée de dimension 2 

La matrice est de la forme : 









=

2221

1211

aa

aa
A  

 
Le déterminant de la matrice A  est le nombre noté : 
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12212211

2221

1211

..           

  

aaaa

aa

aa
Adtm

−=

=
 

Déterminant d’une matrice carrée de dimension 3 

La matrice a la forme : 

















=

333231

232221

131211

aaa

aaa

aaa

A  

 
Le déterminant de la matrice A  est le nombre noté : 
 

333231

232221

131211

 

aaa

aaa

aaa

Adtm =  

 
Ce déterminant peut se calculer par la méthode de Sarrus . 
 
L’opération consiste à reproduire les deux premières colonnes à la suite de la troisième et à effectuer 
les produits croisés comme le montre le tableau ci-dessous. 

122133112332132231322113312312332211 ............ aaaaaaaaaaaaaaaaaadtmA −−−++=  

Définition d’un déterminant 

Le déterminant d’une matrice de dimension 1 est égal à son seul élément. 
 
Si A  est une matrice carrée de dimension m  où 2≥m , son déterminant est le nombre obtenu en addi-
tionnant les produits des éléments d’une rangée par les mineurs algébriques associés à chacun de ces 
éléments. 
 
Le mineur algébrique d’un élément ija  d’une matrice A est noté ijA  et est égal au produit de ( ) ji+−1  par 

le déterminant de la matrice obtenue en supprimant la i ème ligne et la j ème colonne du tableau  A. 
 
Avec cette définition, calculer le déterminant d’ordre m  d’une matrice de dimension m  revient à calcu-
ler successivement des déterminants d’ordre 1−m , puis d’ordre 2−m ,… jusqu’à des déterminants 
d’ordre 2. 
 
Ainsi, l’exemple suivant clarifie la définition : 
 

42

31
                              

42

31
=








= AdtmA  

 
( )
( ) 221          3

441          1
21

1212

11
1111

−=−==

=−==
+

+

Aa

Aa
 

32

22

12

31

21

11

333231

232221

131211

    

    

    

    

a

a

a

a

a

a

aaa

aaa

aaa
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Donc, en choisissant la première ligne pour développer le déterminant, il vient ( ) 22.34.1 =−+=Adtm . 
 
En sélectionnant la deuxième colonne, ( ) 21.42.3 =+−=Adtm  puisque 

( ) 111          4 22
2222 =−== +Aa  

 
Etc. 
 
La règle des produits en croix  se retrouve donc bien avec cette méthode. 
 

Dans le cas de la matrice 
















=
603

512

401

33A , pour calculer 

603

512

401

 =Adtm , il est préférable de choisir la 

deuxième colonne. En effet, un seul élément de cette colonne est non nul, un seul mineur doit donc être 
calculé. 
 
Ainsi : 

( ) 6126
63

41
1       1 22

2222 −=−=−== +Aa  

 
et  6)6(0 −=−+=dtmA  
 
Le résultat est encore le même que par la règle de Sarrus .  
 
Pour calculer le déterminant de la matrice de dimension 4 :  
 





















=

0014

0503

4062

0151

A  

 
Il est évident qu’il faut choisir la dernière colonne. Ainsi : 
 

014

503

151

014

503

151

)1(       4 42
2424 =−== +Aa  

 
Le mineur d’un élément d’un déterminant d’ordre 4 est toujours un déterminant d’ordre 3. En choisissant 
par exemple la dernière ligne, il faut effectuer les calculs suivants : 
 

98)2.(125.4et 

2)35(
53

11
)1(       1

25025
50

15
)1(       4

24

23
3232

13
3131

=−+=

−=−−=−=′=′

=−=−=′=′

+

+

A

Aa

Aa

 

 
Le déterminant Adtm  vaut donc 39298.4.4 24 ==A  

 

Remarques 

Si tous les éléments d’une rangée sont nuls, le déterminant est nul. 
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Le déterminant d’une matrice triangulaire (en particulier d’une matrice diagonale) est le produit des élé-
ments diagonaux. Par exemple : 1 =nIdtm . 

Propriétés des déterminants 

 1- AdtmAdtm   =  
 
 2- AdtmAdtm  

~
 =  

 
 3- AdtmAdtm   * =  
 
 4- La permutation de deux rangées parallèles change le signe du déterminant : 
 

 
202
323
411

233
022
141

323
202
411

−=−=  

 
 5- Le déterminant d’une matrice qui possède deux rangées identiques est nul si 

ces rangées sont parallèles : 
 

 0

636

525

414

=  

 
 6- Pour multiplier un déterminant par un nombre, il suffit de multiplier tous les 

éléments d’une rangée par ce nombre. Réciproquement, on pourra mettre en 
évidence un facteur commun à tous les éléments d’une rangée. 

 

 

91514

71023

4532

1141

.10

91514

71023

4532

1141

.10

97514

75023

42532

1541

.2

97524

75043

42562

1581

−=

−
−
−
−

=

−
−
−
−

=

−
−
−
−

 

 
 7- La valeur d’un déterminant ne change pas quand est ajoutée à une rangée, 

une combinaison linéaire des autres rangées parallèles. 
 
 8- BdtmAdtmBAdtm   .  ).( =  
 
Ces propriétés permettent de simplifier le calcul d’un déterminant. Par exemple : 
 





















=

641641

27931

8421

1111

A  

 
Il n’y a pas de rangées parallèles identiques, il n’y a pas de mise en évidence possible. Il faut alors faire 
apparaître un ou des « 0 » pour faciliter le calcul du déterminant en utilisant l’avant dernière propriété 
énoncée ci-dessus. En faisant les transformations : 
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144

133

122

LLL

LLL

LLL

−→

−→

−→

 

 
Il vient : 

63153

2682

731

          

00

63153

2682

731

)1(          

631530

26820

7310

1111

 

11

=

++−=

=

+

Adtm

 

 
En mettant ensuite 2 et 3 en évidence respectivement sur la deuxième et la troisième ligne : 
 

12          

)1214.(6          

142

61
)1.(6          

et              

1420

610

731

.6          

2151

1341

731

.6 

11

133122

=
−=

−=

−→−→=

=

+

LLLLLL

Adtm

faisant en

 

 

III- L’inverse d’une matrice 

Les matrices 







=

10

01
2I  et 

















=
100

010

001

3I  sont des matrices identité : AIAAI == .. .  

 
La matrice inverse d’une matrice donnée A  existe si A  est carrée et 0 ≠Adtm . 
 

Dans ces conditions, ( )ijA
Adtm

A
 

11 =− , où, ijA  est un mineur algébrique associé à l’élément ija  de A , 

est l’inverse de A , c’est-à-dire : est telle que IAAAA == −− .. 11 . 
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ExemplesExemplesExemplesExemples    

Le déterminant  de la matrice 
















−
=

141

625

731

  A est égal à 99. La matrice inverse de A  existe donc et est 

la matrice : 
 

















−
−

−−
=

















−−−−
+−+−−
++−−

=−

13294

7825

221122

99

1

152)356(1418

)34(71)283(

220)65(242

99

1
  1A

 

 
Il faut vérifier que 11  .    . −− == AA IAA  : 
 

I
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=




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

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



=






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


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
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












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


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



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−
−
−
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 . 
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Il peut être vérifié de la même façon que IAA =−1 . . 
 

La matrice 








−
=

21

54
B  a pour déterminant : 13.  

 
1−B  existe donc et est donnée par : 








 −
=










−
=−

41

52
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1
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12
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11B

 

 
et  
 
 

I

BB

=







=








=









−





 −=−
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1
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