Les nomeres
COMPLEXES

|- Infroduction

Une équation du second degré du type x*+3x+5=0 ne posséde pas de solution réelle puisque
A =-11<0. L'introduction de nombres appelés « nombres complexes » permet par exemple, dans le
cas d'une telle équation, de trouver des solutions « complexes ».
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Il- Définitions
Un nombre complexe est un couple (a,b) de nombres réels qui satisfait aux quatre axiomes suivants :
o Addition de deux nombres complexes - (a,b)+(a,b')=(a+a,b+b).
o Multiplication de deux nombres complexes - (a,b)(a’,b’) = (aa’ —bb',ab’ + ab).

o Multiplication d'un nombre complexe par un nombre réel k - k(a,b) = (ka,kb).

o Linverse d’'un nombre complexe (a,b)# (0,0) est noté (a,b)™ et donné par (a,b)™ =

Les nombres complexes sont souvent appelés z.

z=(a,b) est I'écriture axiomatique du nombre complexe z dont :

= a est la partie réelle, la partie réelle de z peut étre notée [z.

= b estla partie imaginaire, la partie imaginaire de z peut étre notée [z.

Les parties réelle et imaginaire sont des nombres réels. L'ensemble des nombres complexes est noté
C.

li- Les nombres complexes particuliers

0=(00) est neutre pour 'addition dans C :

| 0+z=z:z+0|




Les nombres complexes

=(0+a0+b) par le premier axiome
=(a,b) O est neutre pour 'addition dans R
=z

=(a+0,b+0) par le premier axiome
=|a, b) O est neutre pour I'addition dans R
=z

e=(10) est neutre pour la multiplication dans C :

2e=€z=12
ze=(a,b)(10)
=(a1-b.0,a0+1b) par le deuxiéme axiome
=(a.b)
=z
ez=(10)(a.b)
=( 0b,1b+0a) par le deuxiéme axiome

I
/—\
\./

(0,b) est appelé « nombre imaginaire » : sa partie réelle est nulle.

(01)=j est un nombre imaginaire tel que :

j2=-e
j?=(0a)(01)
=(00-1101+10) par le deuxiéme axiome
=( 0)
=—(10) par le troisiéme axiome
=-e

(a,O) est un nombre complexe qui se comporte comme sa partie réelle :
= (a0)+(@0)=(a+a'0)

(a,0)(a',0)=(aa - 00,a0+a'0)
=(aa'0)

= k(a0)=(ka0)kOR

(o)t =27

a’+0?

SRS

= (1 ,OJ avec az0
a
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Les nombres complexes 4

En conclusion, ces nombres permettent d’établir une correspondance entre l'algébre des réels et
I'algebre des complexes et de prendre la convention suivante :

Un nombre réel r est assimilé & un nombre complexe (r ,0) et réciproqguement

un nombre complexe  (r,0) est assimilé & un nombre réel .

Ainsi : (00)=0, (10)=1, (-30)=-3, ...

IV- Ecriture algébrique d’un
nombre complexe

En tenant compte de la convention précédente, un nombre complexe z= (a, b) peut s’écrire sous forme
d'écriture algébriqgue z=a+ jb, j étantle nombre complexe (0,1) :

z=(a,b)=a+jb
En effet :
z=a+jb
= (a,O) + (0,1).(b,0) par convention
=(a,0)+(0b- 1.000+1b) parle deuxiéme axiome
=(a.0)+(0.b)
=(a+00+h) par le premier axiome
=(a,b)
=2
®© &g @ .
V- Propriété de j=(0,1)
j?=-1
En effet :
i* =(01)(on)
=(00- 1101+ 1.0) par le deuxiéme axiome
=(~10)
=-1
En conséquence :
=
j?=-1
j3 - . 2 .
j
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Plus généralement :
j4k =1
j4k+l - J
j4k+2 =-1

iAk+3 — _

i j avec kON

Ceci simplifie les calculs puisqu'il est possible dorénavant d'utiliser les regles d’algébre habituelle au lieu
des axiomes.

Exemples
(-15)(42) = (-1+5) )4 +2j)
=-4+20j -2j +10j?
=-4+18j-10
=-14+18j
3(2-4)(10)=3(2-4j)1
=6-12j
(54)(5,-4)=(5+4])(5-4j)
=57 - (4j)
=25-16j°
=25+16
=41

Vi- Grandeurs associées @ un nombre
complexe z=(a,b)=a+|b

Le conjugué de Z

Noté z , défini par z=(a,~b)=a~-jb

Exemple ~
z=(1-5)=1-5] = z=(15)=1+5j
Propriétés ( a vérifier ) B
7=
2+2,=7+12,
kz=k.z
2.%=132

Le module de z

Noté |7, défini par |7 = va® +b’
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Exemple
z=(2-3)=2-3] = [4=22+(-3)* =/4+9 =413

Propriétés ( a vérifier )
4=/
22=|4°
|2+ 2| <[z] +[z,|
[k-Z=|k|{
2.2,| =|z/{z]

; § —b) _ 2z
le(a’b)1=a5?+b)2=|i2

N

Vii- Quotient de deux
nombres complexes

Le quotient des nombres complexes z et z, avec z, # 0 est:

-1 _ Z, _ 4., _ 4.7
2.%' =27 =

zZ _ i: _ Z
2z |z %z

__Zl'
z,

N

Pratiquement, pour diviser un nombre complexe z par un nombre complexe z,, il faut multiplier le nu-
mérateur et le dénominateur par le conjugué du dénominateur.

Exemple
z=6-2j et z,=1+j
7 _6-2j

PARTY

_(6-2j).a- )
@+j).a-j

_6-2j-6j+2j?

- =

_4-8]

T 1+1

_4-8]

T2

=2-4j
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Vill- Représentation géométrique de C

Puisque 'ensemble C des nombres complexes est par définition 'ensemble des couples de nombres
réels, toute représentation géométrique de R? est aussi une représentation géométrique de C .

Or, a tout couple (a, b) de nombres réels correspond un, et un seul point, du plan muni d’'un repére car-
tésien, le point P de coordonnées (a,b), et inversement.

Ainsi, dans un plan muni d’'un repere orthonormé, a tout élément z de C, il est possible d’'associer un
point Z dont les coordonnées sont respectivement les parties réelle et imaginaire de z, comme le
montre la figure 1.1.

Um
P(a, b) Zimage de a+ jb

e

Figure 1.1

Lorsque le plan muni d'un repére orthonormé représente I'ensemble des nombres complexes, il prend
le nom de plan de Gauss, plan d’Argand-Cauchy ou plan complexe. L'axe horizontal porte alors le
nom d’axe réel et I'axe vertical celui d’axe imaginaire.

Certains éléments et certaines opérations peuvent se représenter facilement par une construction géo-
métrique dans le plan complexe. La figure 1.2 reprend I'opposé et le conjugué pour le dessin de gau-
che, le module est repris sur celui de droite.

Opposé et conjugué Module
m Om
b z b z
—-a a
@) Oe @) a Oe
— Z - b Z

Figure 1.2

La figure 1.3 montre la fagcon de représenter une somme .
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Um
b, +b; AT R
b, z, .
o 2
0 3, a1 3 +a, He

Figure 1.3

IX- Forme trigonométrique (ou polaire)
d’un nombre complexe

Coordonnées polaires

Un nombre complexe quelconque z= (a, b) =a+ jb a pour image un point Z de coordonnées rectangu-
laires (a, b). Mais n'importe quel point du plan peut étre représenté par ses coordonnées polaires (I’,z9)
avec r 20. La figure 1.4 reprend cette configuration.

Om

r estla mesure du segment [0,Z]

J est la mesure de I'angle orienté &

o>

Figure 1.4
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Passage des coordonnées rectangulaires (a,b) aux
coordonnées polaires (r,J)

Soit a considérer la figure 1.5, elle se distingue de la précédente par les coordonnées du point Z .

0m
b|.B Z
Z est le pointimage de z=(a,b)=a+ jb
0 A
O a e

Figure 1.5
Calcul de r: OZA est un triangle rectangle en A. Ainsi, le théoréme de Pythagore permet d’écrire :

07" =[0A" +[AZ"

=|oA” +|og’

r’=a’+b?
r=tvya’+b’
r=+Ja’+b®> carr=0
ou r=|7

Calcul de ¢ : OZA est un triangle rectangle en A. Ainsi :

|0A =|0Z.cos9 ou a=rcosd (1)
|OB =|0Z|sing ou b=rsing (2)

siaz0,cos?#0etrz0

= E=tgz9
a

b b . . . .
= J=arctg— ou J=r+arctg— suivantlaposition du point Z dans le repere.
a a

Remarque

Si a=0, z=(0,b)=jb est représenté par un point Z(S:gj ou Z'(&’:—gJ de laxe Om et

r =|0Z| =|b|, la figure 1.6 latteste.
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Um m

ou

e Le

Figure 1.6

Passage des coordonnées polaires (I, s) aux coordonnées
rectangulaires (a,b)

Soit a considérer le triangle OZA rectangle en A, dans la figure 1.7.

Um
b|.B Z
r
AEAP
o a Oe
Figure 1.7
L es . , L a=rcosd
Une double égalité peut-étre mise en évidence : _
b=rsind

Ecriture trigonométrique d’un nombre complexe

Zz=a+|jb et a=rcosd
b=rsing

Il est donc possible d’écrire z sous sa forme trigonométrique.

Si

z=rcosd+ jrsind ou z=r(cos?+ jsind) ou z=r.cisd ouencore z=rdJ

J est appelé « argument » de z et r estle module de z.

Formes trigonométriques de Z

Le nombre complexe z, de forme algébrique z=a+ jb, peut s'écrire sous forme trigonométrique :

z=rcosf+ jrsind ou z=r(cosd+jsing) ou z=rcisé ou z=060
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En effet, puisque a=rcosf et b=rsind, le nombre z=a+ jb s'écrit effectivement z=rcosf + jr siné.

Exemples

1- La forme axiomatique z= (0,4), peut s’écrire sous forme algébrique z=0+4] et sous forme trigo-

nométrique z= 4(cosi—2T + ] sing) =40 g

2- z=(1-)=1-| =\/§(cos(—lzr)+ jsin(—%T)) =420 —%T

X- Opérations entre nombres complexes
écrits sous forme trigonométrique

Addition

Aucune simplification n’est envisageable.

La multiplication

Soient :
z =r(cosd, + jsind) =0,
z, =1,(cosd, + jsind,) =r,05,
7.2, =nr,(cosd, + jsind,)(cosd, + jsind,)
=1,1,(cos9, cosd, + jsing, cosd, + j cosd, sind, + j2sing, sind,)
=r1r,((cosd, cosd, —sing, sind,) + j(sind, cosd, + cosd, sind,))
=nr,(cos@ + ) + jsin@, +,))
=04 +34,
Exemple
m
z = 20—
3 =77, =8D7—T+7—T=8D8—ﬂ
/4 3 5 15
z, =40—
5
4 /4 ° °
Géneéralisation

Il est possible de généraliser la multiplication sous la forme :
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En particulier - formule de Moivre
Si z=r(cosf+jsin@) ou z=r0@

et si n est un nombre entier positif, alors

z" =r"(cosn@+ jsinng) ou z"=r"0nd

Exemple

2=207 = 2 =204l =160
3 3 3

La division
z =r(cosd, + jsing) =0,

z, =1,(cosd, + jsing,) =r,005,

z _I cosd+jsing

z, 1, Cosd,+ jsing,
_n (cosd, + jsind,)(cosd, — jsing,)

r, cos 9, - j?sin’ S,
_ I C0sd,Cosd, + jsind, cosd, — j cosd sind, — j?sing, sind,
r, 1

=rr—1(cos;:91 cosd, +sind, sind,) + j(sing, cosd, —cosd, sin,))
2
r o

:r_l(COS@ —&,) + jsin@, —3,))
2

h

=109 -9,
ry
Exemple
2= z_3ynm_m_3.2n
22=4D7_1:5z2_4 3 5 4 15
5
o emes gy
Xl- Racines Nn° — d’un nombre complexe

Soit 2 un nombre complexe écrit sous sa forme trigonométrique :
z=r0J=|70¢

Une racine n"™de z est un nombre complexe :

u=u0a
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tel que :

=z

Pour déterminer le nombre u, il faut donc déterminer |u| et a telsque:

(ua) =[209
La formule de Moivre permet d’écrire :
|u" (cosfia) + jsin(na)) =|7 (cosd + jsind)

u"cospa) =|4coss (1)
|u"sin(na) =|4singd (2)

ou

En élevant ces deux égalités au carré et en les additionnant ensuite membre a membre, le résultat est :
™ =7

ou v =1

ou encore lu| = Q/H

cosfa) =cosd

Ainsi, les égalités (1) et (2) deviennent _ _
sin(ha) =sing

ce qui permet d’écrire na =39 + 2kn k=012,.....

cr=m ou encore a':£+k2 k=012,...,n-1
n n n

ou

Les nracines n°"du nombre z:|z|Dz9 sont les n nombres

o4 024k k= -
zk—|z|Dn+kn k=012..n-1

Un nombre complexe posséde donc n racines n"™différentes dont les points représentatifs sont situés
sur un cercle de rayon égal a /|7 .

: ees 2n . L
Les arguments de ces n racines different d'un angle de — , les n points sont donc régulierement es-
n

pacés autour du cercle.

Les n racines z, d'un nombre z posséedent la propriéte : ZZK =0

Exemple

Soit a calculer les racines carrées de z= | .

7l . ,
z :1DE et les deux racines carrées de z sont :
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ﬁ+k271

z =1 02 =10>+kzr k=01

ZO_]_DI_T_£+ £
4 2 2

a—ﬂgl-iijJ_
4 2 "2

etdonc:

Xll- Fonction exponentielle complexe

Par définition, la fonction exponentielle complexe est la fonction :

f:x -~ f(x)=e*=cosx+ jsinx

OR 0OC
Elle posséde les propriétés suivantes :
el®=1
e*|=1 DOxOR

e @l = @i(x+y)

1 .
—x =g KX
e

x
& ity
ely
(ejx )n — enjx

ejx + e_ jX

COsxX =

: K g
SInX =

Xlll- Forme exponentielle d’un
nombre complexe

Le nombre z=|7 0& avec Jenradians,

peut s'écrire : z=|7 e’

Par exemple :

TT.

LI
z=j:1Dg:1€2:¥

z=3+2j :\/E DO,5880.._=\/E @l 0.5880..
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